
Álgebra Lineal ‐ Operadores Lineales en Espacios con Producto Interno 2016

 

1  Ing. Aldo Jiménez Arteaga 
 

Formas Cuadráticas 

Una forma cuadrática en Թ es una expresión con ݊ variables, coeficientes reales, de 
segundo grado y donde todos sus términos tienen el mismo grado. Con esta definición, una 
forma cuadrática en Թଷ tiene la forma 

݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ଶݔܣ  ଶݕܤ  ଶݖܥ  ݕݔܦ  ݖݔܧ   ݖݕܨ

Si se toma en cuenta la ecuación general de segundo, se observará que al suprimir los 
términos lineales y el término independiente, se tiene una cuadrática. 

Dados ݑത ൌ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ∈ Թଷ y el producto interno ݑۦത|̅ۧݒ ൌ  es una matriz ܣ donde ,்ݒ̅ܣതݑ
simétrica de orden tres, al desarrollar la positividad se obtiene 
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ൌ ଶݔܣ  ଶݕܤ  ଶݖܥ  ݕݔ2݀  ݖݔ2݁   ݖݕ2݂
ൌ ଶݔܣ  ଶݕܤ  ଶݖܥ  ݕݔܦ  ݖݔܧ   ݖݕܨ

Entonces, una cuadrática siempre tendrá una representación matricial, con base en un 
producto interno y una matriz simétrica. Los coeficientes con términos mixtos son los valores 
de los triángulos de la matriz multiplicados por dos, y los coeficientes cuadráticos puros son 
los elementos de la diagonal principal. 

VALORES Y VECTORES PROPIOS EN LAS FORMAS CUADRÁTICAS 

La ecuación general de segundo para el espacio Թଷ en forma matricial será: 

ଶݔܣ  ଶݕܤ  ଶݖܥ  ݕݔܦ  ݖݔܧ  ݔݕܨ  ݔܩ  ݕܪ  ݖܫ  ܬ ൌ 0 
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Entonces, debido a que las ecuaciones de segundo grado representan los lugares 
geométricos, entonces es posible obtener una representación matricial de dichos lugares (ya 

sean curvas o superficies). La gran utilidad de esta representación es la rotación de ejes 
coordenados. 

Se sabe que una curva (o superficie) de segundo grado 
con términos mixtos se encuentra en una posición 
oblicua a los ejes coordenados. Esto hace muy difícil su 
identificación, y es necesario rotar el sistema 
coordenado para analizar el lugar geométrico. 

EJEMPLO. Para caracterizar la curva cuya ecuación es 

ଶݔ7  :ܥ  ݕݔ48 െ ଶݕ7 െ ݔ70  ݕ10 െ 25 ൌ 0 

se necesitan sus vectores propios, ya que éstos 
determinan el sistema de coordenadas donde la curva no contiene términos cruzados. 

Convirtiendo la curva en su ecuación matricial 

ଶݔ7  ݕݔ48 െ ଶݕ7 െ ݔ70  ݕ10 െ 25 ൌ 0 
ሺݔ ሻݕ ቀ 7 24

24 െ7ቁ ቀ
ݔ
ቁݕ  ሺݔ ሻݕ ቀെ7010 ቁ െ 25 ൌ 

La matriz que representa la curva proporciona los vectores propios necesitados. 

ቚ7 െ ߣ 24
24 െ7 െ ቚߣ ൌ 0 

ൌ െሺ7  ሻሺ7ߣ െ ሻߣ െ ሺ24ଶሻ 
ൌ െሺ49 െ ଶሻߣ െ 576 
ൌ ଶߣ െ 625 ⇒ ଵߣ ൌ 25, ଶߣ ൌ െ25 

Para ߣ ൌ 25 

ቀെ18 24
24 െ32ቁ ቀ

ݔ
ቁݕ ൌ ቀ00ቁ ∴ ݔ3 െ ݕ4 ൌ 0 ⇒ ሺ25ሻܧ ൌ ቄቀݔ, 34 ቁݔ ቚݔ ∈ Թቅ 

Para ߣ ൌ െ25 

ቀ32 24
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ݔ
ቁݕ ൌ ቀ00ቁ ∴ ݔ4  ݕ3 ൌ 0 ⇒ ሺെ25ሻܧ ൌ ቄቀെ34ݕ, ቁݕ ቚݕ ∈ Թቅ 
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donde se obtiene la base ortonormal 
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la cual es análoga a la base canónica como generadora de un sistema de coordenadas, pero 
rotado 45° en sentido antihorario. 

Puesto que los términos cruzados de la ecuación se asocian a los elementos de los triángulos 
superior e inferior de la matriz, es necesario hacer una diagonalización para que la curva sea 
caracterizada. 

ሺݔ ሻݕ
1
5 ቀ

4 3
െ3 4ቁ ቀ

7 24
24 െ7ቁ

1
5 ቀ
4 െ3
3 4 ቁ ቀ

ݔ
ቁݕ ൌ 

ሺݔ ሻݕ
1
25 ቀ

100 75
75 െ100ቁ ቀ

4 െ3
3 4 ቁ ቀ

ݔ
ቁݕ ൌ 

ሺݔ ሻݕ
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Para la sección lineal de la ecuación, es necesario considerar un cambio de coordenadas 
puesto que se desea cambiar del sistema canónico (donde la curva es oblicua a los ejes) al 
sistema rotado. El cambio entre bases se logra con una matriz de transición. 
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que es la matriz inversa de la matriz diagonalizadora. Por lo que 

ሺݔ ሻݕ
1
5 ቀ

4 3
െ3 4ቁ ቀ

െ70
10 ቁ ൌ

ሺݔ ሻݕ ቀ 4 3
െ3 4ቁ ቀ

െ14
2 ቁ 

ൌ ሺݔ ሻݕ ቀെ5050 ቁ 

Finalmente, la ecuación de la curva sin términos cruzados es 

ሺݔ ሻݕ ቀ25 0
0 െ25ቁ ቀ

ݔ
ቁݕ  ሺݔ ሻݕ ቀെ5050 ቁ െ 25 ൌ 0 

ሺ25ݔ െ25ݕሻ ቀ
ݔ
ቁݕ െ ݔ50  ݕ50 െ 25 ൌ 

ଶݔ25 െ ଶݕ25 െ ݔ50  ݕ50 െ 25 ൌ 
ଶݔ െ ଶݕ െ ݔ2  ݕ2 െ 1 ൌ 

ሺݔଶ െ ݔ2  1ሻ െ ሺݕଶ െ ݕ2  1ሻ ൌ 1 
ሺݔ െ 1ሻଶ െ ሺݕ െ 1ሻଶ ൌ 1 

La curva es una hipérbola con centro en ܥሺ1,1ሻ y cuyos ejes transversal y conjugado tienen 
un valor de 1. 


